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Numeros Complexos, PolinGmios e Equacdes Algébricas
Resumo Tedrico

Forma Algébrica do Numero Complexo

e z=a+ bi(a, bOIR)
a = Re (z) = parte real do numero complexo.
b= Im (z) = coeficiente da parte imaginaria de z.
i = unidade imaginaria.

* poténcias de i

0 =1
it =i 0% =1
AK+1 .
_ HoK+L = |
|2 :—l D%%aa %4K+2:
.3 AK+3 — _;
i° =i H =-1
it =1

 produtos e divisBes notaveis

1+ i) = 2i

1- i)>=-2i
1+ i1 -i)=2
Ihi_jp i
1-i 1+i

« conjugado de z (z)
z=a+bidz=a-bi

propriedades:

Z+W=2zZ+WwW

"=()" (ndz)
* mbdulo de z=a + bi(a, b OIR)

Iz|= Va2 +b? = /[Re@]* + M)




propriedades:

lz.wl=]z].|lw]
i‘zﬂ (w# 0)
w |w]
1z"1=1z]"

|z1?°=z.z2=a%+b?
lz+w]<]z]|+]|w]

| z | OIR, (ndmero real ndo negativo)

Forma Trigonométrica do Numero Complexo (z # 0)

z=]z| (cos B +isen 6)
0 + k 21t = argumento de z = arg (z)

8(0 < 8 <2m) = argumento principal de z.

z=a-+hi
| z| =dop =+a? +b?
a A Im (eixo imaginario
cos 6= — ( g )
|z
b ____ P (afixo de z
sen 9= — b | ( )
|z |
|
3] I
| - .
0 a = Re (eixo real)
i
ndmero imaginario puro positivo EB = —E
) 0 2C
numero real negativo (6 = ) numero real positivo (B8 = 0)
- .
= R
o e
. L . BB 3n
«_____namero imaginério puro negativo [® = —
] 0 2LC
Dados: z=]z](cosB+isenB).
w=1]z]|(cosa+isena).



2 _ 121 405 0- o)+isen (8- )
wow]

k=0,1,2,..,n-1)
Importante:

Zo+2,+2,+ ... +2,_,=0(sempre)

z" =]z |™.[cos (m®6) +isen (M6)] (mOZ)

Vz=z,=1z]| %os§+k92njﬁ+i sen§+k %%x

z.w=]z].|w].[cos®+a)+isen®+ a)]

raiz enésima de z devide a circunferéncia em n partes iguais.

raio dessa circunferéncia é 1/ | z |

. , 0 . AL
0 ponto de partida (z,) € 0 arco — e 0 “pulo” de uma raiz para outra & de —.
n

n

Exemplo: raizes sextas de — 64 [0 z = 64 (cos Tt+ i sen )

¥-64 =z, O
Im
Z
Z3 5

» equacdo bindbmia em C
ax"+b=0(az0)

ax"=-b0 x”=_—bD x=n‘/_—b=zk
a a

k=0,1,2,..,n-1)
* lugares geométricos no plano complexo
|z-2 + 3i] £3seja:z=x+yi(x, yUJIR)

Re Im
— —

Zg = Zﬁ:os g+ isen%[E: V3+i
Z,= 2%05 g+ isengﬁz 2i

_ 5m . 5mg .
Z, —2%05 €+|sengﬁ— —3+i

z3=—20=—J§—i
Z, =-2,=-2i
25=—22=J§—i

[X+yi-2+3i|<3 o |[x-2)+{y+3)i] <3 = Jx-2)2+(y+3)2 <3



(x — 2)*> + (y + 3)° < 9 que é a equacdo de um circulo com centro (2, -3) e raio = 3.

b im

Polinbmios e Equacdes Algébricas

» Polinémio nulo (n&o se define grau)
P(x) = 0x3 + 0x% + 0x* + 0x°
P(x) =0ouP(x)=0
* |gualdade (identidade de polindbmios)
AX) = apx" +ax"t +ax"? + ... +a, X +a,

B(X) = box" + byx™™* + bx"? + ... + B__,x + bn

A(x) = B(x) ag =bg, a; =b,a, =Dy, ..., a, = b,
ou o

A(x) =B(x) A(@) =B(@), Ua OO

» Sejam A(x) e B(x) com graus a e [3, respectivamente:
a. A(x) . B(x) temgraua + 3
b. [AKX)]" tem grau n . a

c. A(X) |B(x) Q) temgraua —Bsea =f.
RX) Q(x) gr(R) < B ou néo se define gr(R) quando a divisao for exata (R(x) = 0).
d. A(x) + B(x) ou A(x) — B(x) tem grau: o sea =>f3
B sef=a

Cuidado! Sea = =mUOIN entdo gr(A £ B)<m (0, 1, 2, 3, ..., m) ou ndo se define gr(A + B)
guando A(x) = B(x) =0

* Divisdo de polinémios:
P(X) dx)£0 1. P(X) = Q(X) . d(x) + R(X)
R(x) QX 2. gr(R) < gr(d) ou R(x) = 0.



e Teorema do resto

P(X) X—a

r=P@ Q)

» Raiz < fatoragdo de P(x)

P@) =0« P |x—-a < PX)=X-a).Q(x)
0 Q)

* Dispositivo de Briot-Ruffini

+
P(x) = X3 +2x% - 1x + 3
dx) =x-2

Q(x)=x2+4x+7
Rx)=r=17

* Sea, ed,sdo raizes de P(x), temos:

P(x) ‘ (x—opx-0a,) ou P(X) X—0,

0 QKX 0 Q,(x) X—d,
0 Q2(x)
O O
P(X) = (x —a)(x —ayp) . Q(x) P(x) = (x —ag)(x —ap) . Qx(X)

* Sea é raiz tripla (por exemplo) de P(x) temos:

P(X) (x- 0()3 ou P(x) X—0Q
0 QW 0 QK [x-a
0 Q) [x-a

0 Q3(x)
0 0

PO = (x-)*. QW) P() = (x-)° . Qs(x)
eQ@)z0 e Qz0)#0
na pratica, temos:

P(X) (x—a)

Q1(x) (x—a)

Qz(x) (x-a)

Q3(x) 0




* Num polinémio de coeficientes reais

Seo =a+ bi(a, bOIR e b# 0) é raiz entdo x = a — bi (conjugado) também é raiz e ambas com
mesma multiplicidade.

* Relag¢bes de Girard para uma equacéo de 4.0 grau (por exemplo)

agx* +ax3 +a,x® +azx +a, =0

P(x) —» deraizesaq, a5, O3, O,

-a
(L.a)a,+ ay,+ 0+ a, =+
g
a
(2.@) 040, + 04053+ 0010, + A05+ O 0,4+ 0500, = —=
g
(3.8) 010,03+ O 0,0 4+ O 0500, + 00, = —
g

a4
(4.a) 010,050, = P

0
» Dada a equacdo de coeficientes inteiros

n-1 —
Ay Xy, +a X ~+..+a,x+a,=0,

se 0 ntmero racional > for raiz dela entso p € divisor de a, e g € divisor de a,,.
a



01.

02.

03.

04.

05.

Exercicios

Seja p(x) um polinémio divisivel por x — 3. Dividindo p(x) por x — 1 obtemos quociente q(x) e 0
resto r = 10.

O resto da divisdo de q (x) por x — 3 é:

a.—-b
b.-3
c.0
d. 3
e.b5

Seja p(x) = x* + bx® + cx? + dx + e um polindmio com coeficientes inteiros. Sabe—-se que as quatro
raizes de p(x) séo inteiras e que trés delas sdo pares e uma é impar. Quantos coeficientes pares tem o
polinémio p(x)?

a.0

© Q0T
DWODN R

O numero de raizes complexas, que ndo sao reais, do polindémio

3

P =x+x3+ X0+ ... +x*" " (n>1)é

a.2n+1
b. 2n
cn+1
d.n
e.l

Dado o niimero complexo z = +/3 + i qual € o menor valor do inteiro n = 1para o qual z" é um niimero
real?

a. 2

®Poo0CT
R 00O N

+i
+ 2i

Sabendo que a é um namero real e que a parte imaginaria do nimero complexo é zero,
a

entdo a é:



06. Sabe-se que o produto de duas raizes da equacao algébrica 23 -xX2+kx+4=06¢ igual a 1. Entdo o
valor de k é:

a.—8
b.-4
c.0
d. 4
e. 8

07. As trés raizes de 9x° - 31x — 10 = 0 s&o p, q e 2. O valor de p? + ¢ é

b.E @ d.é e.?’—l

a. C.
9 9 9 9

oo

Dicas

01. Da divisdo de polinbmios é importante lembrar:
1. Definicéo:
P(X) | d(x)
U
R(x) Q()

Obs.: = (identidade) é uma igualdade verdadeira para qualquer valor atribuido a x.

P(x) = Q(x) d(x) + R(x)

2. Teorema do resto

r = P(a) é o resto da divisdo de P(x) por d(x) = x — a.

3. Teorema de D’Alembert

€ um caso particular do teorema do resto quando a divisao é exata (resto = zero).
PX)| x—a

02. Chame as raizes de p(x) de a4, a,, 05 (nUmeros pares) e a, (nUmero impar) e, a seguir, aplique as
relagbes de Girard para uma equacédo do 4.0 grau:

g
a
2. 0,0, + a,05 + 0,0, + 0,05 + A0, + 030, = —=
g
3. a,0,03 + 0040,0, + 01030, + 0,050, = —
g

a
4, 040,050, =

0

03. Fatore o polinémio p(x), colocando-o na forma p(x) = x . Q(x) e determine as eventuais raizes de Q(x).



04.

05.

06.

07.

01.

Passe z para a forma trigopnométrica e aplique a 1.a formula de Moivre.
Lembre-se:

1.z =[O (cos 6 + isen 6) O z" = [Z[I" (cos n 6 + isen nB) — (1.a férmula de Moivre)

2.2"éreal = Im(z") =0, isto é, sen n@ =0

. : , 2+i . x
Realize (torne real) o denominador do nimero z = T multiplicando os termos dessa fragdo pelo
a+2i

conjugado do denominador e escreva z na forma a + bi (a, b O R).
umerador =0
Lembre-se: fragdo =0 - %ﬂ _
[denominador # 0

Use a 3.a relacdo de Girard para essa equacao de raizes a, b, ctaisque a- b = 1.
Lembre-se:

-a .
1. abc = —2 (Girard)

a9

2. Substituindo x por ¢ na equacao original obtemos uma igualdade verdadeira e, entao, é possivel
achar o valor de k.

1. Aplique a (1.a) e a (2.a) relagdes de Girard a equacao dada:
(1.a)a+b+c=ill
a9
ay
(2.a)ab +ac + bc ==
ag

2. Lembre-se: a> + b? = (a + b)? - 2ab
Resolucles

Alternativa a.

Do enunciado, temos:

p(x) [x-3

x=3|p(x) O 0 p3)=0 (1)

r=0 g
e, também:
p(x) x-1

0 p(x) =q(x) lix-1)+10 (2)
r=10 q(x)
fazendo x = 3 na identidade (2), temos: p(3) =q(3).(3-1) + 10
de (1) obtemos: 0 =q(3).2+ 100 q(3) = —% =-5 (3

q(x) | x-3

na divisdo sabemos que r’ = q(3) = - 5 (teorema do resto) (3)

A



02. Alternativa d.

03.

04.

Chamemos as quatro raizes de p(x) de a4, a,, 03, e 0, sendo a, um nimero impar e as demais,
ndmeros pares.
Usando as relagdes de Girard para a equagao:

px) =1x* + bx®> + cx? + dx + e=0
a, a, a, az a

temos:
1.0(1+0(2+0(3+0(4=_T:—b
2. 040, + 0,05 + 0,04 + 0,05 + 0,0, + O30, = El =C
-d

3. 010,03 + 010,00, + 01050, + 0,050, = E =-d

e

1
Sabemos, também, que:
Adicao multiplicacao
(impar) + (impar) = (par) (impar) . (Impar) = (impar)
(impar) + (par) = (impar) (impar) . (Par) = (par)
(par) + (impar) = (impar) (par) . (Impar) = (par)
(par) + (par) = (par) (par) . (Par) = (par)

A seguir, analisando as quatro relagcdes de Girard, concluimos:

1. par + par + par + impar = impar = - b e, analogamente,
2. soma de pares = par =c¢

3. soma de pares = par =-d

4. par=e

Portanto c, d e e sdo coeficientes pares e 0s outros dois (1 e b) sdo impares.

Alternativa b.

O polindmio p(x) = x + x° + x> + ... + x*"*1 (n > 1) tem 2n + 1 raizes e admite a colocacéo do fator

comum X em evidéncia. Portanto:
Q)

p) =x (1 + x%+ x* + .. + x*") ouseja p(x) = (x - 0) MX)

Para todo x O R elevado a expoentes pares, temos: X > 0 e, assim sendo,
QX) =1+ x*+x*+ ..+ x*">0, 00R que, por isso, ndo admite nenhuma raiz real (nunca se
anula em R).

Deste modo, concluimos que a Unica raiz real de p(x) € zero e suas demais 2n raizes sdo todas
complexas néo reais.

Alternativa c.

Para usar a 1.a férmula de Moivre, passamos z = /3 + 1para a forma trigonométrica:

[2]=J(W3)* + 2 =2

10



05.

06.

07.

V3 .10 n

z=|z|(cosB+isenB) =2 +i=00 g=—
[2]¢ ) H2 7'20- 97 %

2 Ros T 4isen™
z—Z%ossﬂsenGﬁ

2" =" Bos M 4 sen Tt

w=z" =2 %ossﬂsenGE(nzl)

W éreal = Im(w) = 0, portanto:
Nt Nt

sen— =00 3 =km(k0Oz) On=6kO0n{.. -12, -6, 0, 6, 12, ...

6

Como n =1 e n deve ser 0 menor inteiro possivel, entdo: n = 6

Alternativa e.

. , 2+i
Vamos deixar 0 nimero complexo z = T na formaz = a + bi

o+
S = 2+|Lg—2| 2a - 4|+0(|+2 EEOHZ@ aﬁ@ Re ( +Im(z) ondeo OR.
a+2i a-2i 2 _ 42 +4

q - - 4 =0 ( numerador =0)
Como Im(z) = 0, temos =0~
a’+4 Ft? +4 # 0 ( denominador # 0 )

Portantoa = 4

Alternativa a.
Chamando de a, b, c as raizes da equacéo

23 - 1X° + kx + 4=0 (1)
ag g a, as
-a 4
hbo=" %o
e escrevendo a 3.a relacédo de Girard, temos: [ ag 2

Bab =1 ( produto de duas delas € igual a 1)

Portanto,abc =-20 1.c=-2 [ ¢ = -2 é uma das raizes da equacao e, por isso, torna a

igualdade (1) verdadeira:
2.(-2°%-1.(-2°+k.(-2)+4=0
-16-4-2k+4=0

-2k=16

k=-8

Alternativa d.

Apliquemos a (1.a) e (2.a) relacdes de Girard & equagdo 9x° + 0x? — 31x —10 = 0 de raizes p, q € 2

(la) p+q+2=—1=0
g

(2.8) pq+2p+2q=a—2=—3—l
ag 9

}

11



da(l.a) p+qg=-2(1)

31 31
da(2a) pg+2(P+a=-0pa+2.(-2)=-_0pq

31 5
=——— 4+ 4[] =—— (2
9 Pa=-50

de(l) p+q=-20 (p+0)=(-2°0 p>+2pq+q*>=40 p*+q*=4-2pq

5 10 26
de (2 +02=4-2 " =4_""=°"
2 p*+q° 9

Outra resolucéo:
Se a = 2 é raiz de P(x) entdo x — 2[P(x) — divisdo exata
PX) = (x—2) (9x* + 18x +5) =0

raiz raizes p e q tais que:
A
9
2[
0
Pa=g

\ ~ . 2 2 26
e, procedendo analogamente as resolugdes anteriores, obtemos: p© +q° = —

12

9
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